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1 Introducao as estruturas hiperestaticas

O principal objetivo da primeira parte da disciplina é identificar as principais diferencas
entre o comportamento de estruturas isostaticas e hiperestaticas. Para tanto, vamos estudar dois

Casos:

e influéncia do modelo de engenharia

e consequéncias no procedimento de projeto estrutural
As perguntas a serem respondidas sao:

e a escolha do modelo de engenharia tem alguma consequéncia quando lidamos com estruturas

hiperestaticas?

e o procedimento de projeto estrutural de estruturas hiperestaticas pode ser o mesmo de

isostaticas?

Para garantir a seguranca e bom funcionamento estrutural, as normas de projeto estrutu-
ral, normalmente, sugerem verificacoes de Estado Limite de Servico (ELS) e Estado Limite Ultimo
(ELU). O primeiro esté ligado a deslocamentos e rotagdes nas estruturas, ou seja, precisamos estar
aptos a avaliar estas quantidades para no futuro aplicar as recomendagoes normativas. J4 o ELU
estd usualmente associado com modos de falha em tensdo (existem outras grandezas envolvidas,
mas vamos nos limitar aqui a tensdo). Consequentemente, precisamos de um ferramental apto a
realizar a andlise de esforgos (resumidos em diagramas) para entdo avaliar a tensdo atuante na
estrutura. Com isso, as respostas das perguntas acima serao respondidas sempre analisando o

comportamento das estruturas hiperestaticas e seu impacto na avaliagdo dos ELS e ELU.

O chamada Método das Forgas é utilizado neste capitulo para desenvolvermos exemplos

didéticos e praticos para nos responder estas questoes.

1.1 Calculo de deslocamentos pelo Principio dos Trabalhos Virtuais

O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) é um método baseado na conservagao de

energia e afirma que o trabalho virtual interno é igual ao trabalho virtual externo:

L Np L T¢
14 A = / dx+/ fCGA /ﬁdﬂ/ e (1.1)

Onde:

e N, P, M e T sao os esforcos internos gerados pelo carregamento REAL;

e n, p, m et sdo os esfor¢os internos gerados pelo carregamento VIRTUAL;
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e O valor 1 refere-se a magnitude do carregamento virtual, escolhido por conveniéncia;

e A equivale ao deslocamento ou rotacdo no ponto desejado.

A esquerda da igualdade equivale ao trabalho virtual externo na estrutura e a direita
equivale ao trabalho virtual causado pelos esforgos internos na estrutura, para a carga virtual
aplicada. A dedugao dessa equagéao é encontrada nos livros de resisténcia de materiais.

1.1.1 Exemplo - Viga em balanco

Calcular o deslocamento vertical no balango para a viga abaixo, considerando apenas a

RN

=
-

Figura 1 — Viga em balanco com carga uniformemente distribuida.

parcela de flexao.

Para calcular o deslocamento no balango, serd aplicada uma carga unitaria no né de
interesse, que serd nossa carga virtual:

J’1

Figura 2 — Carga unitaria aplicada no balango.

O primeiro passo, neste caso, é calcular o momento fletor ao longo da viga, para a
estrutura real (com os carregamentos originais) e o momento fletor causado por uma carga

unitaria no né de interesse.

Para a estrutura real:

2
—qx
M =
() = 2
Para a estrutura virtual:
m(x) = —x

O trabalho externo realizado pela carga virtual unitdaria no ponto B serd dado por:

Weact =1 5B

O trabalho interno na estrutura sera, considerando apenas a parcela de flexdo:

_ [P M(z)m(x)
Wmt—/o wa
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Usando o Principio dos Trabalhos Virtuais:

Wext = I/Vint

E com isso calcula-se o deslocamento:

P M@m(e) P ) e (—a) gL
53—‘/0 7E] Cl.%'—‘/0 2

O sinal positivo do deslocamento indica que ele ocorre no mesmo sentido arbitrado para

a carga unitaria.

1.1.2 Exemplo - Pértico simples

Calcular o deslocamento horizontal no apoio da direita para o pértico apresentado,

considerando apenas a parcela de flexdio e ET = 2 x 10°kNm?.

50 kN
—>

AN oo

Figura 3 — Portico isostatico com carga horizontal.

Para calcular o deslocamento, serd aplicada uma carga unitaria no né de interesse, que

serd nossa carga virtual:

fF 777 eTsTomm

Figura 4 — Pértico isostatico com carga horizontal.
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Neste caso, foi aplicada uma carga unitaria horizontal, para a esquerda.

O primeiro passo € calcular o momento fletor ao longo do pértico, para a estrutura real
(com os carregamentos originais) e o momento fletor causado pela carga unitaria. Por conveniéncia,

a estrutura serd divida em trés barras: as duas barras verticais e a barra horizontal superior,
conforme figura abaixo:

Barra 2

Barra 1
Barra 3

e AN

Figura 5 — Divisdo da estrutura em barras.

Para a estrutura real:

M (z) = 50x
Ms(z) = 150 — 30z
M3(£E> =0
Para a estrutura virtual:
mi(z) = —x
ma(x) = —3
ms(z) = —x

O trabalho externo realizado pela carga virtual unitaria no apoio B sera dado por:

Wea}t =1x 6B
O trabalho interno na estrutura serd, considerando apenas a parcela de flexao:

[ M(z)m(x) , 3 My(x)my(x) 5 My (x)ma(x) 3 Ms(x)ms(x)
Wmt—/Lidx—/O 7dac+/0 Eidx—i—/0 ———dx

EI EI 1 EI

Usando o Principio dos Trabalhos Virtuais:

Wext = Wint
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E com isso calcula-se o deslocamento:

532/03de+/05 (150—30x)*(—3)dx+/03(0)*E(I—x)dx

EI EI
3 5022 5902 — 450
= d —_"d
o EI "”/0 Bl 7
C [=502377 9022 4502]°
| 3BT o 2ET EI |,

—450 N 1125 2250  —1575
EI EI EI  EI

Para o valor de rigidez adotado, 5 = —0.7875 cm. O sinal negativo do deslocamento

indica que ele ocorre no sentido oposto ao arbitrado para a carga unitdria, o que era esperado.

1.2 Método das Forcas

Nos exemplos anteriores, as estruturas analisadas eram estaticamente determinadas, ou
seja, o numero de equagoes da estatica eram suficientes para calcular as reagoes de apoio. Porém,
na maioria dos modelos de engenharia, as estruturas analisadas possuem mais incégnitas (reagoes
de apoio) do que equagoes da estatica, necessitando de equagbes auxiliares para serem resolvidas.

Essas estruturas, quando restringidas, sdo chamadas de estruturas hiperestaticas.

O método das forgas ou método da flexibilidade, utiliza as condigdes de compatibilidade
de deslocamentos para determinar as redundantes estaticas, obtendo as reacoes de apoio da
estrutura. Este método tem como hipétese que a estrutura estd em regime elastico-linear, com
pequenos deslocamentos e deformagoes, fazendo o uso do Principio da Superposicdo de Efeitos

(PSE).

A sequéncia do método consiste em:

Liberar a estrutura, deixando-a isostatica;

Utilizar o PSE para decompor a estrutura em sistemas;

Determinar os deslocamentos;

Aplicar a condigdo de compatibilidade;

Calcular esforcos e deformagoes.

No primeiro item acima é feita a liberacio da estrutura inicial, para obter uma estrutura
isostéatica, eliminando apoios. Ao eliminar um apoio, permite-se o deslocamento naquele ponto.
De forma a garantir a restri¢do inicial do apoio, a soma dos deslocamentos gerados pela liberagao
do apoio deve ser igual ao deslocamento inicial no apoio (normalmente zero). Essa condigao de
deslocamento nos apoios é chamada da condi¢do de compatibilidade de deslocamentos. Por outro
lado, ao liberar a estrutura, a reacdo do apoio eliminado serd inserida na estrutura como forca

externa, sendo chamada de hiperestatico.
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1.2.1 Exemplo - viga engastada-apoiada

Calcular as reagoes de apoio da viga e tragar os diagramas de esforgos. Considerar apenas

efeito de flexdo na deformacao e rigidez constante.

TTTT.TIT

=
=
A

Figura 6 — Viga hiperestatica.

Etapa 1: liberar a estrutura. O apoio B sera removido, transformando a estrutura em

uma viga em balanco e tornando o problema isostatico.

NERRRRRN

7
=

Figura 7 — Eliminando apoio.

Etapa 2: decompor a estrutura. A estrutura serd dividida em duas: estrutura inicial sem

o apoio B (chamada aqui de sistema 0) e estrutura com o hiperestético (chamada aqui de sistema

1).

TTTITTT

[TITITIT] s
. T * [
TRA lRa =X, A Sistema 1

Figura 8 — Dividindo estrutura em sistemas.

Etapa 3: calcular os deslocamentos para cada sistema.

Para a viga em balango do sistema 0, este deslocamento foi calculado no item 1.1.1:

qL*

60 = 1=
0= QET

onde d;; é o deslocamento causado pelo carregamento j no grau de liberdade (deslocamento ou
rotagdo) associado ao hiperestético i. Por exemplo, d19 é o deslocamento vertical no ponto B
(movimento restringido pelo hiperestatico X, entao i = 1) pelo carregamento externo (para

carregamento externo, sempre j = 0).



1.2. Método das Forgas 11

Resta calcular o deslocamento para o sistema 1, o qual serd denominado de d711: deslo-
camento vertical no ponto B (movimento restringido pelo hiperestatico X, entdo i = 1) pela
carga unitdria associada ao hiperestdtico X (entdo, j = 1). Neste sistema, deverd ser calculado
o deslocamento causado pela carga unitaria aplicada na diregdo do hiperestético 1 (X7). Desta
forma, a estrutura real e virtual, neste sistema, sdo iguais e formadas pela carga unitaria na

ponta do balango. Assim, do item 1.1.1, tira-se que:

M(z) =m(z) = —=x.

O trabalho externo realizado pela carga virtual unitaria no ponto B serd dado por:

Wext =1x 511

O trabalho interno na estrutura serd, considerando apenas a parcela de flexao:

_ [P M@)m(z)

e [ R [0
= du EI 3EI

Etapa 4: aplicar a condi¢do de compatibilidade.

Ao dividir o problema inicial nos sistemas 0 e 1, manteve-se as mesmas condig¢oes
de esforcos na estrutura, porém perde-se a condicdo de deslocamento vertical no apoio B.

Para restaurar essa condicdo, deve-se igualar a soma dos deslocamentos dos sistemas em B ao

deslocamento final do apoio B, ou seja, zero:
op =010+t 011 x X1 =0

Dessa equagao, tira-se o valor de Rp = X1:

O sinal negativo indica que a direcdo considerada para a reacdo de apoio é o contrario do
estipulado na Figura 8.
Com essa reacao calculada, as demais reacées podem ser calculadas com as equagoes de

equilibrio da estatica:

Ha=0
5qL
Ry =22
A 8
qL?

M -
AT7g

Para ¢ = 10kN/m e L = 3m, pode-se obter os diagramas de esforgos da viga:

Com este exemplo, foi possivel calcular as reacdes de apoio de uma viga hiperestatica

usando o método das forgas.
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b

\})ﬁamm

Figura 9 — Reacdes de apoio.

11.2 kN

18.8 kN

188

ziger

Figura 10 — Diagrama de esforco cortante.

13

Logrr

6.3

Figura 11 — Diagrama de momento fletor.

1.2.2 Exemplo - Pértico simples

Calcular as reagoes de apoio do poértico e tracar os diagramas de esforgos. Considerar

apenas efeito de flexdo na deformacao e rigidez constante.

50 kN
>

Figura 12 — Pértico hiperestatico.

Etapa 1: liberar a estrutura. Neste exemplo serd removido a restricdo horizontal no apoio

B, transformando a estrutura no poértico isostatico da Figura 3.

Etapa 2: decompor a estrutura. A estrutura serd dividida em duas: estrutura inicial sem
o apoio B (chamada aqui de sistema 0) e estrutura com o hiperestético (chamada aqui de sistema
1).

Etapa 3: calcular os deslocamentos para cada sistema.

Neste problema vamos assumir que as parcelas de cisalhamento e axial podem ser
desprezadas para o célculo dos equacionamentos. Para o pértico do sistema 0, este deslocamento
foi calculado no item 1.1.2:
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50 kN
—>
A oo
Figura 13 — Liberando apoio.
—F
50 kN
50 kN
—
- /4% Sistema 0 é&
+
A pa
/4% Sisterna 1 Q‘LXW

Figura 14 — Dividindo estrutura em sistemas.

1575

S0 = —2
10 Fola

Resta calcular o deslocamento para o sistema 1. Assim, do item 1.1.2, tira-se que:

O trabalho externo realizado pela carga virtual unitaria no ponto B serd dado por:

Wezt = 1% 011

O trabalho interno na estrutura sera, considerando apenas a parcela de flexao:

[ M(z)m(x)
W"”t*/ o
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i1 = —
11 EI

Etapa 4: aplicar a condicao de compatibilidade.

Para restaurar a compatibilidade de deslocamento horizontal no apoio B:

=010+ 011 X1 =0

Dessa equacao, tira-se o valor de Hg = Xi:

Rp = X1 = 25kN

O sinal positivo indica que a direcdo considerada para a reacdo de apoio é a mesma do

estipulado na figura 14.

Com essa reacdo calculada, as demais reagoes podem ser calculadas com as equagoes de

equilibrio da estatica:

Hy =25kEN
Ry = —30kN
Rp = 30kN

Com as reagoes calculadas, pode-se obter os diagramas de esfor¢os do pértico:

30.0kN
"
00KN ‘T‘

Figura 15 — Reagbes de apoio.

30.0
0.0

AT Ly

Figura 16 — Diagrama de esfor¢o normal.
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o
o

At A

Figura 17 — Diagrama de esforco cortante.

VA A%

Figura 18 — Diagrama de momento fletor.

1.2.3 Generalizacdo do método para n incégnitas

Até este momento, os exemplos usados tinham apenas um grau de estaticidade, ou seja,
possuiam apenas uma restricdo a mais do que uma estrutura isostatica. Porém, a estrutura podera
ter um grau de estaticidade maior. Neste caso, a sequéncia do método das forcas permanecera a
mesma, porém ao decompor a estrutura teremos mais sistemas, um para o carregamento externo
e um para cada hiperestatico gerado. A equacio para o deslocamento de um né de determinado
hiperestatico devera considera o efeito de cada hiperestatico da estrutura. Em uma estrutura

com n hiperestaticos, esta equacdo ficara, para os deslocamentos de 1 a n:

01 = 010 + 011 X1 + 012X + ... + 01, X
02 = 020 + 021 X1 + 022X + ... + 02, X},

5n = 5n0 + 6an1 + 5n2X2 + ...+ 5nan

Representando matricialmente obtemos a seguinte equacao:

[6](X) = — (o), (1.2)

onde:



16 Capitulo 1. Introdugdo as estruturas hiperestdticas

[0]: matriz de flexibilidade da estrutura
(X): vetor dos esforcos (hiperestaticos)

(00): vetor de deslocamento pela agdo do carregamento externo

1.2.4 Exemplo - viga engastada com dois apoios

Este é um exemplo similar ao apresentado na subsec¢ao 1.2.1, onde agora houve o acréscimo
de um apoio no meio do vao da viga. Neste caso aplica-se a generalizacdo do método das forgas
para a solucdo do problema. O problema é descrito pela Figura 19, considerando novamente

somente o efeito da flexdo da deformagcédo e rigidez constante.

q

NERREREN

=
=
A

[GLST] [OTSIH]

B C

Figura 19 — Representacao da estrutura

Realizando-se o mesmo processo descrito anteriormente, libera-se os apoios nos nés B e

C, resultando em trés sistemas isostaticos com o surgimento dos hiperestaticos X1 e X2.

q q
clbedlbel 0 TTTTTTT T
4 —

JA = . %A 6%0 |:‘:620
+
X1 vezes
1 821
| 611
1l
A B C
+
X2 vezes
4 I ‘622
| 012 17
A B C

Figura 20 — Decomposic¢do para o método das forcas

Para equacionar nossas incognitas X1 e X2, aplicamos a compatibilidade dos desloca-
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mentos. Como ndo hé deslocamento vertical nos apoios B e C, pode-se escrever as seguintes

equagoes:

010 + X101 + 22012 =0 (1.3)
020 + X1021 + X2022 = 0. (1.4)

Pode-se escrever este sistema de equacoes de forma matricial, obtendo-se entéo:

o011 6 X -0
l 11 121 l 1] _ [ 10] (1.5)
021 O22] (X2 —020

podendo-se visualizar como a matriz de flexibilidade relaciona o vetor de hiperestaticos com o

vetor de deslocamentos causados pelo carregamento externo na estrutura liberada.

Verifiquemos a solugdo do problema descrito considerando um comprimento da viga
de L = 5m e um carregamento ¢ = 20kN/m. Primeiramente é necessério que calculemos os
deslocamentos da estrutura liberada e na sequéncia os termos da matriz de flexibilidade de modo

a montar a formulacdo matricial descrita acima.

A estrutura liberada trata-se de um viga engastada com carregamento uniformemente

distribuido. Os termos dop € 919 sdo os deslocamento na ponta do balango e meio do vao.

O deslocamento do¢ ja foi calculado na subsegao 1.2.1, sendo:

Gop = — L= (1.6)

O deslocamento no meio do vao d1p pode ser calculado novamente pelo principio dos
trabalhos virtuais. Uma outra maneira, ilustrada abaixo seria pelo uso da equacdo da linha

elastica para vigas engastadas. Tem-se que o deslocamento desta viga pode ser descrito por:

v(z) = 24_51_ (z* — 4La3 + 6L%2?) (1.7)

Assim, substituindo-se z = L/2, obtém-se:

—17qL*

0o =v(L/2) = ey

(1.8)

O termo §11 sera calculado pelo principio dos trabalhos virtuais. Nota-se que néo existem
cargas posteriores ao meio do vao, de modo que é possivel ser utilizado um eixo auxiliar x;
iniciando-se de L/2 em dire¢ao ao engaste de modo a simplificar a integragdo. Uma vez que ja

existe uma carga unitaria na direcdo do deslocamento buscado, verifica-se que:

M(x1) = m(x1) = lag. (1.9)
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Portanto, realizando-se a integracao obtém-se:

L/2 Mm L/2 I3
1y = am — 1.10
1 /0 dv1 = 57 / RSO0t (1.10)

Utilizando-se o mesmo eixo auxiliar, uma vez que o carregamento unitario encontra-se
no meio do vao, pode-se calcular o termo do97 da matriz de flexibilidade. Quanto aos momentos,

obtém-se:

M(IL‘l) =T (1.11)
m(xy) =x1 + L/2. (1.12)
integrando-se novamente de 0 & L/2:
L2 Mm L/2 z(z + L/2) 5L3
= — dxy = . 1.13
/ = /o Bl T BBl (1.13)

O termo 612 é idéntico ao ja calculado 621 uma vez que a carga real considerada é
unitdria. Aplicariamos uma carga virtual no né B, e o produto entre os diagramas de momento
real e virtual somente seria diferente de zero para 0 < x; < L/2, de forma similar ao que ocorreu
acima. A tnica diferenca seria a inversao entre a expressdo para o momento real e o virtual.

Assim:

5L3

012 =421 = 18EI

(1.14)

Por fim, teriamos o termo do2 que ja foi calculado no problema da viga engastada com

somente um apoio. Nesse caso:

M(z) =x,m(x) =z, (1.15)
e
L Mm L 22 I3
522 = 0 ﬁdl’ = 0 7(1 3EI (116)

Substituindo as expressdes encontradas para os valores do problema proposto (¢ =
20K N/m e L = 5m), obtém-se:
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~17qL*  553385.41

010 = SSUET EI (1.17)
d20 = gg = - 15%2?00 (1.18)
011 = 2571 = % (1.19)
Sip = 021 = 42%3] - % (1.20)
022 = ?553[ = % (1.21)
Supondo a viga inteira com um valor de I constante, monta-se a formulagdo matricial:
521 13.02| | X, 553385.41
[13.02 41.67] [Xj N [1562500] (1.22)

Solucionando este sistema linear, encontramos os valores para os hiperestaticos, que correspondem

as reacdes nos apoios:

X =57.14kN e Xo = 19.64kN (1.23)

A partir do célculo dos hiperestaticos pode-se continuar com a analise utilizando-se o
principio da superposicao e calcular as outras reagoes e diagramas, como o diagram de momentos

fletores exemplificado na Figura 21.

13.392857
8.928571

20.00 kN/m 20.00 kN/m

LTS LILLLLDLDLLLL DL LD LD DAL DDLU DL DL DS L LEL DDLU D UL DL DL LT L
_%.a;sﬁnN_/

4544005

s

5714286 kN
L

19 64286 kN

|

T

23.21429 kN

500 m

Figura 21 — Diagrama de momentos fletores
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2 Efeitos dos modelos de engenharia

2.1 Modelos de engenharia

Um primeiro conceito que é necessario ter em mente é que para o desenvolvimento de
projetos em engenharia precisamos utilizar modelos. Tais modelos sdo abstragoes simplificadas
do que acontece na realidade: modelos aproximam o comportamento real. Estas simplificagoes
sdo feitas através das hipdteses do modelo. Como consequéncia direta, tudo que calculamos com
auxilio de modelos tem erros, e cabe ao engenheiro escolher um modelo adequado a atividade
desejada. Em outras palavras, o engenheiro deve escolher o modelo cujo erro esteja em um nivel

aceitavel e ndo invalide sua analise.

E possivel exemplificar estes conceitos na engenharia estrutural analisando os modelos

de trelica e vigas.

2.1.1 Modelo de Trelica

O modelo estrutural de trelicas tem como ideia central assumir que o comportamento de
um solido tridimensional pode ser aproximado por um conjunto de barras unidimensionais as
quais sdo submetidas somente a esforco axial. Para tanto, sdo necessarias as seguintes hipdteses

béasicas:

e os carregamentos sdo aplicados somente nas rétulas e nao existe nenhuma excentricidade

e ndo hd nenhuma transmissdo de momento fletor nas ligagoes entre barras da trelica (rétula

perfeita)

Estrutura real Modelo idealizado de trelica
Elemento ou Membro
(Pe¢ca de Madeira) -
@
o @

=600 \/ 000 [
@0 o080 b

Ligacio —

Figura 22 — Hipétese das rétulas em modelos de trelica.

Olhando para a Figura 22, vemos que o que idealizamos como uma réotula perfeita é na
realidade uma placa metalica presa aos membros estruturais com varios parafusos, ou seja, uma
estrutura com alguma rigidez. Entao, obviamente, ocorre a transmissao de algum momento por
esta ligacdo. Entretanto, pela experiéncia do projetista, tal momento é relativamente baixo na

maioria das aplicacdes de engenharia estrutural e é normalmente desconsiderado da anélise.
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A partir da simples andlise acima, podemos inferir entao que nao existe rétula perfeita
(nenhuma transmissdo de momento) e nem engaste perfeito (transmissao total de momento).
Os exemplos de simplificagbes de modelos estruturais sdo intimeros. No préximo item, vamos

aprofundar um pouco mais este conceito na construgdo de modelos de vigas.

2.1.2 Modelos de vigas

Um exemplo cotidiano em engenharia estrutural sdo os modelos de vigas. A suposicao
bésica do modelo de viga é que conseguimos descrever o comportamento de uma estrutura que
na realidade tem 3 dimensbes por um modelo retilineo, onde o seu comprimento é bem superior

as dimensoes da secdo transversal.

Dentre os inimeros modelos de viga que ja foram propostos, normalmente, comega-se o
estudo pelo modelo Classico ou de Euler-Bernoulli. Com efeito, este ja foi apresentado e utilizado

em disciplinas como Mecanica dos Sélidos I e II, e tem como hipdteses basicas na flexao:

e (1) o comprimento da viga no eixo longitudinal ndo se altera (Figura 23b)
e (2) qualquer deformacao da secdo transversal da viga no seu préprio plano é desprezada

e (3) secoes planas permanecem planas e perpendiculares ao eixo longitudinal durante a

deformacao (Figura 23a)

Hipotese (3): retas horizontais
tornam-se curvas, enquanto
retas verticais permanecem
retas, porém giram

(a) vista lateral da estrutura

M’

Hipdétese (1): o comprimento
da viga no eixo longitudinal ndo
se altera

M

(b) vista de cima da estrutura

Figura 23 — Hipo6tese de deformacao da viga de Euler-Bernoulli.

A hipétese (3) descrita acima leva a conclusdo que a rotagao (0,) das segoes planas
em qualquer ponto do eixo longitudinal é dada pela derivada do deslocamento vertical (v) em
relagdo a x (6, = g—;). Isto também ¢é ilustrado na Figura 24. Em termos energéticos, esta

hipotese significa que somente a energia de deformacao por flexdo é considerada para se calcular
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a deformagao da estrutura. Em outras palavras, a energia de deformacao por cisalhamento é

desprezada.

(u(},v'a)

Figura 24 — Configuracdo de uma viga nao deformada e deformada de acordo com as teorias
classica, de primeira ordem e de terceira ordem.

Quando a energia de deformacdo por cisalhamento é incluida na formulagao, a hipdtese
(3) perde validade, ou seja, as se¢bes planas permanecem planas, porém nao necessariamente
perpendiculares ao eixo longitudinal da viga. O modelo resultante desta inclusdo é chamado de
modelo de deformacgao por cisalhamento de Primeira Ordem ou de Timoshenko. Na Figura 24 é
possivel perceber que as seg¢oes planas nao sdo mais perpendiculares ao eixo longitudinal, e que
a rotagdo de uma dada secdo é ¢, # 6,. Vale notar aqui este modelo é mais preciso que o de

Euler-Bernoulli, uma vez que o primeiro ndo despreza a parcela de deformagéo por cisalhamento.

Uma pergunta pertinente é: o modelo de Timoshenko nao tem erro? E um modelo exato?
Logicamente, a resposta é ndo. A tnica inferéncia que podemos fazer é que o erro do modelo de
Timoshenko é menor que o erro do modelo de Euler-Bernoulli. Cabe entdo ao engenheiro avaliar
qual modelo de viga utilizar. Por exemplo, de forma simplificada para vigas prismaticas, temos
que se h/L < 1/20, a viga é considerada esbelta e o erro causado pela ndo consideragio da energia
de deformacao por cisalhamento é desprezivel, ou seja, a escolha do modelo de Euler-Bernoulli é

adequado.

Outra pergunta que pode vir a mente: estes sdo os inicos dois modelos de vigas? Nao,
existem varios modelos, sendo os dois citados aqui os mais comuns. Como curiosidade, a Figura
24 mostra ainda o exemplo de uma teoria de deformagcao por cisalhamento de Terceira Ordem,
onde as se¢Oes planas nao permanecem planas na deformacao. Tal modelo é especialmente til

em estruturas de materiais compostos laminados, como fibra de carbono.
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2.2 Efeito dos modelos de vigas nas estruturas isostaticas

Esta sec@o analisara o efeito da utilizacdo de diferentes modelos de vigas nos deslocamentos
(ELS) e nos esforcos (ELU) de estruturas isostaticas. Para tanto, considere a viga engastada com

carregamento uniformemente distribuido ilustrada na Figura .

uw

B

|
: |
Figura 25 — Viga Engastada com carregamento distribuido w.

Para efeito de ELS vamos calcular seu deslocamento maximo, o qual ocorre no ponto B.

Utilizando o PTV, temos que:

LmM L pP
Wint = —d / —dx. 2.1
int /0 El T+ 0 fe GA £r ( )
flexdo cisalhamento

Utilizando somente o termo de flexdo, temos o modelo de Euler-Bernoulli, enquanto
o modelo de Timoshenko requer os dois termos. Para facilitar nosso andlise, vamos dividir o

deslocamento do ponto B nestes dois termos:

5 = 0% + 0%, (2.2)

onde 5{3 e 0% sao os deslocamentos causados no ponto B pela energia de flexao e cisalhamento,
respectivamente. Como visto anteriormente, o cdlculo dessas parcelas pode ser feito resolvendo

as seguintes integrais:

L M

f _ m

B =T dx (2.3)
L pP

5% = C%%de (2.4)

Para o termo da flexdo:

L Mm L (—waz? —x Lowa3 wet1" wLd
- [y [P e, e, :[] _wlt g

5h = e _
B~ |, v El 2BT™ T |REI . SEI

Para o termo do cisalhamento:

(wx) 27" wL?
53_/‘ﬂ dv—/ RS /‘ﬁ VQGA]__ﬁm%4 (2.6)
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Tabela 1 — Influéncia da esbeltez na parcela do deslocamento devido a energia de cisalhamento.

Caso 1 | Caso 2 | Caso 3 | Caso 4 | Caso 5
b [m] 0,12 0,12 0,12 0,12 0,12
h [m] 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8
L [m] 5 1 3 2 15
I [m] 0,00064 | 0,00125 | 0,00216 | 0,00343 | 0,00512
A [m?] 0,048 | 0,06 | 0072 | 0084 | 0,09
Parcela de flexao [cm)] 4,883 1,024 0,188 0,023 0,005
Parcela de cisalhamento [cm] | 0,038 0,019 0,009 0,003 0,002
Deslocamento total [cm)] 4,920 1,043 0,197 0,027 0,007
% Influéncia cisalham. 0,76% 1,84% 4,58% | 12,82% | 25,45%

Com as equacoes dos deslocamentos devido flexdo e cisalhamento em méaos, vamos analisar
cinco casos com diferentes comprimentos e se¢bes transversais. Os dados utilizados nesta analise
estdo na Tabela 1, onde a esbeltez da estrutura decresce do Caso 1 (% =0.08) até 0 5 (% = 0.53).

A ideia aqui é verificar a influéncia da parcela do cisalnamento com a diminuicido da esbeltez.

A maneira mais didatica de analisar os dados da Tabela 1 é sua ultima linha, a qual
mostra a porcentagem do deslocamento total que é causada pela energia de cisalhamento. Nota-se
que para a estrutura mais esbelta, menos de 1% do deslocamento total é devido ao efeito do
cisalhamento, enquanto, no caso menos esbelto, este ntimero sobe para 25%. Uma forma de
analisar estas porcentagens é a seguinte: se utilizarmos o modelo de Euler-Bernoulli, o erro do
deslocamento total que estamos aproximando é de pelo menos o valor da porcentagem mostrada.
Com isso, cabe ao engenheiro definir qual o nivel de erro é toleravel para seu projeto de forma a
nao invalidar suas anélises. Uma conclusao importante é que o modelo de viga escolhido altera
os resultados de deslocamento para estruturas isostaticas. Consequentemente, o modelo tem

consequéncia direta na andlise de critérios de ELS no projeto estrutural.

Agora, sera avaliado essa situacido para um viga de concreto armado de secdo retangular.
Para estrutura de concreto armado, no item 8.2.9 da norma NBR 6118:2014 esta preconizado que
o médulo de elasticidade transversal G pode ser tomado como sendo E/2,4. Como simplificagdo,

pode-se considerar:

G=" (2.7)

Para uma viga de secdo retangular b x h, a inércia pode ser calculada como sendo:

bh3
I=— 2.8
Pode-se obter a drea A = bh em funcao da inércia, usando a equacao 2.8:
121
A= (2.9)

h?
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Substituindo as equacdes 2.7 e 2.9 em 2.6, pode-se obter:

_ FwLl?  FawLl?  5FwL?h?

05 = = -
BTaGA T (2B (1Y) A8ET

(2.10)

Reordenando os termos em 2.10 e lembrando que para segao retangular pode-se usar
F,=1,2= g, obtém-se:

_ 5FwIh?  5%wL?h?  wLPh?  wL*h?  wL* <h2> 2.11)

50 — — = = = JE—
B 48ET ASET SET SEIZ ~ 8EI \ 2

Olhando novamente a equagao 2.5, percebe-se que o primeiro termo da equagao 2.11 acima
é igual a parcela referente a flexdo. Assim, pode-se reescrever a equagao 2.2, do deslocamento em
B:

4 4 2 4 2
of c _wl® wLl® (A7) wL 1 (h) 919
53_5B+5B_8E1+8E1<z2 “ser \- T (2.12)

Da equacao 2.12, percebe-se que a parcela de cisalhamento do deslocamento é importante
se a relagdo entre a altura da viga e o comprimento for relevante. Para uma situagao usual de
projeto de engenharia, por exemplo, com uma viga de 4 metros de comprimento e 40 cm de
altura, a parcela de cisalhamento representaria um aumento de (4‘%)2 = 1% no deslocamento da

viga, 0 que justifica desprezar esse termo do deslocamento.

Quando lidamos com critérios de ELU, normalmente, temos que obter os esforgos maximos
que agem na estrutura. Neste exemplo vamos calcular o esfor¢co cortante e momento fletor
maximos. Como a estrutura é isostatica, conseguimos calcular as rea¢oes de apoio com o auxilio
das equacbes da estatica, e facilmente, desenhar os diagramas de esfor¢o cortante e momento
fletor resultantes, os quais sdo ilustrados na Figura 26. Nesta figura vemos que os valores maximos
de esfor¢o cortante e momento fletor ocorrem no ponto A sendo V4 = —wL e My = —%wLQ,

respectivamente.

Aqui é importante notar que em vigas isostaticas os esforgos independem do
modelo estrutural escolhido, pois somente as equagoes da estética sdo necessarias. Em outras
palavras, o modelo de Euler-Bernoulli e de Timoshenko proporcionam o mesmo resultados para

casos isostaticos.

Em suma, nesta secdo vimos que, para estruturas isostaticas, modelo estrutural afeta o
calculo dos deslocamentos, e ndo tem efeito no célculo dos esforgos. Uma pergunta pertinente ao
assunto central do contetido deste curso: os esforcos sao alterados pelo modelo escolhido quando

lidamos com estruturas hiperestdticas?

2.3 Efeito dos modelos de vigas nas estruturas hiperestaticas

Para responder a pergunta feita na secao anterior, vamos analisar a estrutura hiperestatica

mostrada na Figura 27. Nosso objetivo aqui é calcular o momento fletor maximo nesta viga quando
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v
L
A B X
\-’4 = - wl
M
L
A £y
M,= - yuwl?

Figura 26 — Diagramas de esforgo cortante (V) e momento fletor (M) da viga engastada.

utilizando o modelo de Euler-Bernoulli e Timoshenko, e em seguida, comparar os resultados para
aferir se a escolha do modelo afeta o calculo de esforgos necessarios para os ELU de um projeto

estrutural.

uw

(oo s e]

| L |

Figura 27 — Viga hiperestatica engastada no ponto A e com suporte simples no ponto B.

Para calcular os esforcos da viga hiperestatica, precisamos primeiro calcular as reagoes
do apoio com o auxilio das equagdes da estatica e do Método das Forcas. A Figura 28 ilustra o
esquema de equacionamento do método das forgas para céalculo da reagdo no ponto B, a qual foi

transformada no hiperestatico X;.

Agora, precisamos calcular o valor dos deslocamentos d1g e 11 utilizando o PTV. Come-
cando pelo modelo de Euler-Bernoulli, consideramos somente a energia de deformacao de flexao

. ~ . 4 3
ara o equacionamento. Da secdo anterior, temos que 019 = 2L e 611 = -, 0 que resulta em:
) ]ET 3ED’

3
Rp = cwl, (2.13)

onde vale ja notar que os esforcos desta estrutura para o modelo de Euler-Bernoulli independem

da sua secdo transversal.
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Figura 28 — Equacionamento do método das forgas para célculo da reagdo em B (Rp).

Por exemplo, seja uma marquise feita com um perfil metalico VS:800x111 engastado-

apoiado, com vao de 1 metro, supondo uma carga uniformemente distribuida de 10kN/m:

Figura 29 — Marquise com estrutura metalica.

As vigas metalicas da figura poderiam ser modeladas conforme a figura 27. Neste modelo,

obtemos os seguintes diagramas e reacoes:

1.25 kNm

EZSKN%
§es
3.75 kN

Figura 30 — Reacoes na viga.
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6.25

Py

-3.75

Figura 31 — Diagrama de esforco cortante.

24

070

Figura 32 — Diagrama de momento fletor.

Vamos agora modelar a mesma estrutura utilizando a viga de Timoshenko. Para isto,
consideramos a energia de deformacao por cisalhamento no cédlculo de d19 e §11. Comegando por

419, temos que:

LmM L pP wlL? wl?
510_~/0 7EI d$+/0 fc@dm— 8EI+fc2GAa (2'14)

L? L
011 = 3ET + fc@ (2.15)

Finalmente, chegamos na expressao da reagao no ponto B:

wlL wL?
e _|_ LT
Ry — X, — 81 T Jesga (2.16)

L3 L’
spr T Jeaa
na qual notamos que Rp, e consequentemente os esfor¢os na estrutura, dependem tanto da
secdo transversal como do material utilizado, pois a equagao contém I, A, f., £ e G, e ndo

conseguimos os cancelar como fizemos no caso da viga de Euler-Bernoulli. Desenvolvendo os

termos da equacao, podemos obter:

L AL? + 4f.EI
3w (G +4f, ) (2.17)

Be ==\ Garz 1 3L.B1

Desta equacio, percebe-se que a maior diferenca de esforco se da quando a parcela GAL?
tende a ser muito pequena em relacao parcela f.EI, caso em que o esforco no apoio B poderia

ser na ordem de 30% maior que o calculado para a viga de Euler-Bernoulli. De fato, quando o
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primeiro termo tende a zero em relacdo ao segundo, a reacdo de apoio em B poderia ser calculada

COmao:

3

Ry — 3wL <4fCEI> 3wl (4) _ wL (2.18)
8 3f.ET 8

Fisicamente, este modelo estaria se comportando como uma viga bi-apoiada, resultando
em duas reagoes de apoio iguais em A e B e nenhum momento no engaste. Estes casos podem
ocorrer com segoes em que a inércia é grande em relagido a area da se¢do, em materiais com
coeficiente de poisson grande (ou médulo de elasticidade transversal muito menor que o médulo

de elasticidade longitudinal) ou principalmente em trechos curtos.

Usando este modelo de viga para calcular as reagoes no perfil da figura 29, obtemos os

seguintes resultados:

0.66 kNm

56%
)
434 kN

Figura 33 — Reacdes na viga.

5.66

pF

134

Figura 34 — Diagrama de esforco cortante.

0.66

ErrrrE—

094

Figura 35 — Diagrama de momento fletor.

Comparando os diagramas do modelo de viga de Euler-Bernoulli com estes do modelo de
Timoshenko, percebe-se uma diferenca, mesmo que sutil, na distribuicdo dos esforcos. Destaque
para os momentos: no apoio foi reduzido quase pela metade e no vio o momento maximo positivo

sofreu um aumento de mais de 30%.

Como principal conclusao dos resultados mostrados temos que o modelo de viga esco-
lhido influencia o valor dos esforgos calculados no caso de estruturas hiperestaticas.
Como consequéncia, o modelo escolhido afeta diretamente o ELU de um projeto estrutural. Essa

¢é a primeira diferenca que encontramos entre estruturas isostaticas e hiperestaticas.
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2.4 Efeito da hiperestaticidade no projeto de estruturas

Vale notar aqui que a Eq. (2.13) mostrou que, para a viga hiperestatica da Sec¢ao 2.3,
os esfor¢os nao dependiam do modelo no caso da viga de Euler-Bernoulli. Neste caso, o projeto
da estrutura é facilitado e se assemelha com o projeto de estruturas isostaticas. Com isto em
mente, a seguinte questao pode ser levantada: todas as estruturas modeladas com a viga de
Euler-Bernoulli tem este mesmo comportamento? A resposta a esta pergunta é importante, pois

este modelo de viga é amplamente utilizado em engenharia civil.

Ver notas de aula dias 21, 26 e 28 de margo de 2019.
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